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iezmicnniki wyrażają własność stałą jużto danych po- 
N wierzchni, jużteż innych utworów geometrycznych w pe. 
wnym związku z nimi będących — własność, która n'e zależy 
od zmiany układu współrzędnych czyli od przekształcenia 
liniowego równań danych powierzchni zapomocą nowych 
zmiennych. Niezmienniki dzielą się na właściwe niezmiennik2 
(Invariante), które są funkcyami współczynników form a nie 
zawierają zmiennych i na ws/ó/zmienniki (Covaritnte), które 
prócz współczynników. zawierają zmienne. Współzmienniki 
dzielą się znów na współzmienniki właściwe, plzectwzmienniki 
(Contravarianie według Sylvestera) zwane także formami 
przynałeźnemi (zugehörige Form według Gaussa) i wspóź 
zmienniki mieszane zwane inaczej maędzyformame ( Zwischen- 
` form). Współzmienniki tem się różnią od przeciwzmienników, 
że jeżeli zmienne pierwszych przerabiają się zapomocą pe- 
wnego modułu przerobienia, to zmienne drugich przerabiają 
się zapomocą przestawionego modułu. Współzmienniki mie- 
szane zawierają znów zmienne współzmienników właściwych 
i przeciwzmienników. *) Współzmienniki można uważać jako 
niezmienniki dwóch lub kilku form. Definicyę niezmiennika 
algebraicznie wyrażoną poznamy w dalszym ciągu. 


*) Leçons d’ algèbre supérieure. Salmon—Bazin IX. no 89, 91, 96 
i 100, Analytische Geometrie der Kegelschnitte. Salmon—Fiedler. XXI. 
Kap. 345, 353, 355: r 


1. 
Niezmienniki jednej powierzchni drugiego rzędu 


1. 


Jeżeli X; Xs X; X, są współrzędnemi jednorodnemi punktu 
w przestrzeni, u, u, u, u, współrzędnemi jednorodnemi pła 
szczyzny, równanie 
ES RAA 2 > 2 
J Œi Xa 3 X4) 5 f = ay X,” E dg9 Xa” -|- ags Xi -- 


aja Xa > Zz Xi Xa F 20 X, X; F 20, Xi X, -F 20, X Xy 


złe Żasi 06%: Xan ol P3d 0 X ZZA UR X) = 0 
jest równaniem powierzchni drugiego rzędu. W wyrażeniu 
sumy wskazówki k, I, przebiegają wartości 1, 2, 3, 4, a ay Fa. 


Równaniem tej powierzchni w współrzędnych płaszczyzno- 
wych jest 

Fe uy us UG) SZEF = ZANO OZ KCE 
gdzie współczynniki Ap są minorami (podwyznacznikami 
trzeciego stopnia) wyznacznika 


iii 19 3 Au 
ESRO I AINDA 
si âge âşg sa 
aia Ass. Aa 
spełniającymi równanie 
A = an Ak H ar Ak + A, Ax, + arg A. Wyznacznik 
zł nazywa się rozróšníkiem (Discriminante) formy fy, a forma 
Fa formą przynaleźną tejże formy. 

Jeżeli dla krótkości oznaczymy 

ak X, b Ale Xa -- Akg X5 H Aly Xa = Als 

Ak U se Akg Ug T Akg uz -= Aka u = Aka; 

da się wyrazić j 


„Ja = dx X, + aa X + agi Xg + ar Xa 
m = Ag U, -- Agu Us -|- Agu Ug -|- Agu Ug 
ZĘ 


W dalszym ciągu będziemy się posługiwać rachunkiem 
symbolicznym, polegającym na następującej zasadzie: Jeżeli 


{ 
i 


jest spełnione równanie identyczne jednorodne drugiego sto- 
pnia co do ilości by, b, bk, bi, 

Cu bi bi -H Cer bę br -- Em CZAD E ciej] -- Dy. bp by: +...» 
musi być Ch = Dh, Chu = Dyr . . . a wtenczas zamiast 
bk b, . . bw br można położyć ay względnie appi otrzyma się 
enie 


Cu aa - Cer ary + ,. == Dy 3% + Dii ar -E. . 
wyrażające związek między współczynnikami formy /4. 
Naodwrót z identycznego drugiego równania wynika 
pierwsze. Oznaczając dla krótkości 


ogólnie u, x, „ER UK SA U Ga PES gAs NU 
możemy wyrazić formę /, zapomocą symbolów a,*, bę, Cx? . . . 
Wyrażenia symboliczne realizujemy w ten sposób, że 
ax an b, b, Ck Cy +a . zastępujemy przcz ay. W takiem zna- 
czeniu pozic} rozumieć równania ; 
PARZE h s PRZE AS UZ 
Przykłady przerobienia symbolicznego: 
1. Wyznacznik | wyrażony symbolicznie przyjmuje kształt 


|a a aja; aap manis |a a, ag `a, 
DEB bb; . o D PASPA bob BR ZDZBAAD 

CE sa $ i č A Sa Paa z. z = e 
iia 8-2 308 874 n Ma Fia aah 
| did "did dydz "d;d, | ` dider d idy | 


Elementa a, b, c, d są równouprawnione, dlatego 
mogą się nawzajem zastępować, czyli, co na to samo wy- 
chodzi, przestawiać. Za każdem przestawieniem dwóch sąsie- 
dnich elementów wyznacznik ostatni zmieni znak. 

Uskuteczniwszy wszystkie przestawienia w liczbie 24, 
dodawszy je z należytymi znakami i podzieliwszy sumę przez 
24 otrzymamy 


I b, b, b; b, 


znacząc dla krótkości 
| 

a, Ap AZ A 
DDD 
[C1 Ca Cy C4 


d 


== (abcd)ją;, = (abcd) 


e dz dy 


mamy 


Asz (abcd)? 


s. Chcąc oo kształt symboliczny formy przy 
należnej M pizeróbmy minor rozróżnika 


m 


akw akr, akm’ | 


aw ar Am | = (—nn+a' Am. 
| amk Am Anm* | 


ghzie k, I, m, n ik’, l’, m’, n? są przestawieniami elementów 
j ; 
12E SAE 


; Bedzie 


Rik AKA Akan | aw AV Am | 

K H I Ñ 
| b,by: bibr bibr a b; Cm bw be bm RE (R (abe klm (aBC)pr'a. 
| CmCk Cn€r EnCn' | Gw Ch Cm 


Ponieważ 7, = A, u — A U, +- Ag, u, ++ Ag U. 
przeto wyrażając Ax symbolicznie otrzymamy 
Au = An U + Ayg Us > As U > Aja U 


1 s 
= g (adC)ęs4 [abo u, — (abc),,, u, --(abc);y, Ug — (abc); s, u, | 
= (abc),,, (abcu), 
Agu FE — -— (abc) z4 (abcu), . . ; 


WS$ 5 (abcu) (abcu) = © (abcu)?. 


Oznaczając następnie 
60 (abcjkim (abc) m = An Ga — Bu Bw =... 


można jeszcze /„ wyrazić NW w kształcie 
SAMA ER 2 
F= uw == ug” = 
tylko trzeba pamiętać, że przy realizowaniu a, c, Bk Bu > 
zastępuje się przez Ay. 


8. 
Kładąc x + ły zamiast w w formie /Ą i rozwijając 
wedle potęg 2 otrzymamy przy A wyrażenie 


dfx 
ŻY “> = 2 Žak Xk yp 


które oznaczymy przez 
5r (Yi Ye Ys H) 
A C aa PA 
lub krótko przez 2/,. Symbolicznie y = ax ay. 
Podobnie 


2 Akson ZZZY SE U Va = - (abcu) (abcv). 


Formy #a i Mv dadzą się jeszcze wyrazić w kształcie 
wyznaczników 


ar Aro Ais 344 U | aii are arg 2,41, | 
a21 Aso Ag Aog Ug ası Ao Apg A Ug 
Fa z— |3y 222 agy 134 Us |; Fiy = — | dg ago Agg. agg Us |, 
agı ago Ays A44 U4 aii a42 agg agg Ug 
ju, Ug Ug U, Oj VW SW SRONA 0 


co łatwo sprawdzić rozwijając wyznaczniki. 


4. 


Jeżeli X, X X% Xp Yı Yə Ys Vs S4 współrzędnemi dwóch 
punktów, to punkt z prostej xy ma współrzędne 
z = 4x, -+ uyi 
gdzie A, u są od siebie niezależne ilości. 
Równanie 


ROLA den 7 NF F 24, zy t My = 
wyraża, że punkt z prostej wy leży na powierzchni / t j. 
że jest punktem przecięcia się prostej xy z powierzchnią /. 
Ponieważ to równanie ma dwa rozwiązania na 4, u, zatem 
w ogólnym przypadku są dwa przecięcia. Jeżeli rozróżnik 
lewej strony równania 


Íx Ixy 


AR = fy — hy 2% 
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wtenczas oba rozwiązania są równe; to znaczy, że prosta xy 
przecina powierzchnię / w podwójnym punkcie czyli, że jest 
styczną do powierzchni /. 

Rozróżnik ten da się wyrazić symbolicznie 


I o 
dx” by” — ax a, by by = SE (a: by? -- ay? Dy? — zaz a, by b,) 


I R I JA 2 
= (a By — ay b)“ = SĘ È (ab)u (zyja | Ą 
Wyznaczniki 

ZY BY Cia Sylo Ian CY) 
"są wspołrzędnymi promieniowymi prostej xy i wyrażają się 
zapomocą współrzędnych płaszczyzn u, v przez nią przecho- 
dzących na mocy rówaań 

(SY) = (vs (SY) = UV SY) = (UV), 


(SY) = SSN? = (UVv)pz, (RYJ = (UV); (Yla = FRZ (UV): 
Zastępując (xy)n przez odpowiedne (uv) otrzymamy 


— |= (ab) (xy) |= — |> (ab) (uver J= : 


gdyż wskazówki k’, l uzupełniają wskazówki k, l do 1, 2, 3, 4 
w wyżej podany sposób. 
Na przyszłość będziemy oznaczać 


(abav)*, 


= (abuv)? = pu . 
Równanie gw —= 0 wyraża, że krawędź ma jest styczną 
‘do powierzchni /;, wyraża zatem zbiór promieni (Szałłen- 
compłex według Pliickera) stycznych do powierzchui / czyli 
jest równaniem powierzchni /w współrzędnych promieniowych. 
Ponieważ 


(A q j 
Ae (abu Cver | =— 2 (abja (vr Z (Ab) nn (UV) na! 


. I y 
= ER P> (abjju (ab)mn (uver (UV) mni 
przeto wykonując dżiałania i realizując symbole mamy 
Poy = Z (aim An — Ajn Alm) (uver (UV)m'n, 
gdzie również wskazówki m, n' uzupełniają wskazówki m, n do 
1.2; 3, 4: 


Podobnie jak przy poprzednich formach otrzymamy 
Quv uw: = Pa (akm An — akn Alm) (uver (UV’)m'ns 
symbolicznie 


Pu uv = > (abuv) (abu'v'). 


5: 


Wyznacznik- 2 1 formy 4, fy, 44 Qu 1 Quwuw 
są niezmiennikami; mianowicie wyznacznik A niezmiennikiem 
właściwym, formy Jx, xy współzmiennikami a reszta prze- 
ciwzmiennikami. 

Jeżeli współrzędne punktu x, y wyrazimy zapomocą 
współrzędnych trzech płaszczyzn w, v, w względnie z, v’, w? 
przezeń przechodzących, wtenczas ponieważ x, = (uvw)h;,, 
X — (uvw); sę Xs > (UVW) isas Z (UVW) ia X EG (WYW ssa 0: 
otrzymamy w kształcie symbolicznym 

JA = (auvw)?, Ry — (auvw) (au'v'w'), 
t. j- wspólzmienniki sprowadzimy do kształtu przeciwzmien- 
ników, Że wyznacznik 4 i wszystkie powyższe formy są 
utworami niczmiennikowymi, łatwo można okazać, jeżeli je 
napiszemy w kształcie symbolicznym i odpowiednio przero- 
bimy. Równocześnie okaże się, że współzmienniki można 
uważać jako niezmienniki wspólne form danych i formy ux. 

Niech z, zę z, Z, oznaczają nowe zmienne a równania 

Xx = 64 + MZ > 6175 F 0179 

Xa = $Z, F MZe + beZs F Wozy 

X, = $Z, F MsZ + 6975 t szw» 

X, = By, E NZa T bizs t 9474 
niech wyrażają związek między jednemi a drugiemi zmien- 
nemi, wtenczas przejdzie 


ax NA agz, + a Za 4 ags + 2974; 
b, na bez + b2: bęzy + boz, itd. 


Weźmy następnie jeden czynnik z kształtu symbo- 


licznego np. (abuv) i utwórzmy odpowiedni czynnik dla 
b 
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form przerobionych. Ponieważ elementom a,, b u, . . . od- 
powiadają po przerobieniu a, by, ug . . „ przeto powyższy 
czynnik utworzony dla form przerobionych będzie 


ag 7 ap ag 

bę b bę by, A. 
ug Up Ug ug = (abcd) (5469). 
Vg Vy VE Ya | 


W ten sposób postępując widzimy, że każdy czynnik 
utworzony dla form przerobionych równa się czynnikowi 
form pierwotnych pomnożonemu przez wyznacznik (6769), 
czyli innemi słowy, każdy czynnik jest niezmiennikiem. 

Z tego znów wynika, że wyznacznik 4 i formy Jo Jy 
Fa... są niezmiennikami. Np. wyznacznik formy przerobionej 


ag 3 ZĘ ag. A 
I „bę b, bę bg I e A PASIE 
24 cz c Cg Co zł 24 (6760)? (abcd)? — (578) 4; 
| dg dz d do ; 


forma przynależna formy przerobionej 
8 76 Dais 
I bę b3 bg bo 
FERRE €, Cg C9 
| uż u Ug Ug 


= 1 (ED)? (abeu)? — (160 Fu 


Że każdy współzmiennik-jest niezmiennikiem wspólnym 
formy / i form Ux, Vx . . „ łatwo zrozumieć bacząc na to, 
że każdy czynnik współzmiennika zawiera także zmienne 
UO S i 


Wyznacznik (5769) nazywa się modułem przerobienia. 


11 
IL. 


Znaczenie geometryczne poznanych niezmienników. 


6. 
Znaczenie A = O. 
= Chcąc znaleść znaczenie geometryczne A = O, roz- 
wiążmy równania y 
a = O, ajz —.0, 45; > O, 44, = O; 


Jako równania liniowe co do zmiennych z dadzą się 
tylko wtenczas rozwiązać, jeżeli ich wyznacznik 4 — o. 
Przypuśćmy dalej, że nie wszystkie minory Ag są równe 
zeru, że np. A,, nie równe zeru. Odrzucając ostatnie ró- 
wnanie i rozwiązując trzy pierwsze otrzymamy 

EA Ai 
gdzie e jest dowolną ilością różną od zera. llość e można 
tak dobrać, że będą spełnione równania 
X = ak + E Ay; i 
X, = ag F-E Aj»; 
X, = a H E Ay 
Ra E Ayr 

Po podstawieniu tych wartości do formy /, będzie 
fx = (24 x agx agx O) 267 c ża b 5 FHEA (An Ag Ass Asa) 

Ponieważ współczynniki przy &.&° równe zeru, zostaje 

fx = f (ax Age agx O) = g (ajx aox agx) 

gdzie gy = 
anx F aX > ass Xa | dyyXyX; H 2351X X, F 2Aq3X, Xa: 
Żatem / da się wyrazić jako funkcya jednorodna cał- 
kowita drugiego stopnia trzech form liniowych ax, agx) agx O 
czterech zmiennych. Jeżeli weźmiemy jakikolwiek punkty 
na powierzchni /, można okazać, że każdy punkt prostej 
yz leży na tej powierzchni. Każdy bowiem punkt v prostej 

Js ma współrzędne x; — Ayi + uz, gdzie 4, u są ilości 
_ dowolne, od siebie niezależne. 


ayx 
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Po podstawieniu tych wartości do /4 mamy 

J = Mak kar. lay E ta. ła, 4 an 0) 

= g (fay, kayy, 24,) Ażg (aiy apys 35y) O, 

ponieważ /y = g (ajy, Ayy, Azy) = O. 

To znaczy, że powierzchnia / jest stożkiem, a punkt z 
wierzchołkiem tego stożka. Jeżeli zatem wyznacznik 4 = o, 
ale nie wszystkie minory znikają, równanie Ą = o jest ró- 
wnaniem stożka. 

Obliczmy formę przynależną w tym przypadku. Dla 
dogodności rachunku połóżmy 

Ax X FM + 63% Pr Byk, 
a = BX, -|- MX E G3 + DaX a 
ass = 6X, E MX F ŚgXa FE DX, 
będziemy mieć 
H = g (6% + MmXe > bxs hh BX 52% bo: - ) 
T X, Sg E Xash = x5 sę = XuSg PXS ESN Ria 
| Sg Sen Eeg Seo | 
Sne Śn Sni Ene 
See Sty 86 568 
SEEI So 5% 
Kładąc dla krótkości 
Się = 31 é r ie Ś -|- Ais És, 
SĘ Sig 5 r SSE 6 + SBE És 


i bacząc na równania 


al ajg aiz | $1 5a 65 Sig L% S3 
agı a22 a23 NE N? 75 - 21 S% 85 
| azı a32 353 6 6 65 Się Sg S5ę 
Sig 83g 85g TIR SEE Sin Seg 
Eiq św Esq |: p Ta Ne na OT Eng Sa Śn6 
Się Ea Ssg paki EE Sty St 
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otrzymamy minory wyznacznika 4 
Sn Eng Sna 
Aq = Stn Sg 8£8 SA (7 6%) *, 


Ais = — a Sgi 
24 


| 
| 
| 
| - — Au (6£8) (4.69) 
| 


it. d. a w końcu 
Fi As [.(76%)7 u, *-- (56%) ?*u2* -|-.. — (469) (669) u, ue ..] 
-Am [ (7569) ur — (559) ue |-- (549) uz — ($7$) us | *. 

Wyznaczniki (76%), — (569),.. są współrzędnemi 
punktu przecięcia się płaszczyzn ajy = O, ay = O, agx = 0 
czyli współrzędnemi wierzchołka stożka z, zatem po wlicze 
niu VA jako czynnika do współrzędnych jednorodnych 
punktu s wypadnie 

; Fi = ú? i 
ct. j. forma przynależna stożka wyraża kwadrat wierzchołka 
stożka. 

W podobny sposób da się okazać, że gdy wszystkie 
minory są równe zeru, ale nie wszystkie podwyznacznik! 
stopnia drugiego znikają, wtenczas forma /x da się wyrazić 
jako funkcya całkowita jednorodna dwóch form liniowych 
o czterech zmiennych, a równanie /x= o wyraża dwie płasz- 
czyzny; gdy także podwyznaczniki drugiego stopnia równe 
zeru, forma /x daje się wyrazić jako kwadrat jednej formy 
liniowej, a równanie fx = o wyraża jednę płaszczyznę po- 
dwójnie liczoną. W obu tych przypadkach forma przynależna 
jest identycznie równa zeru. 

Również forma /,, której wyznacznik równy zeru, ale 
nie wszystkie minory znikają, da się przedstawić jako funk- 
cya jednorodna całkowita drugiego stopnia trzech form linio- 
wych Aju Asu Azu O czterech zmiennyĉh, a forma przyna- 
leżna wyraża kwadrat płaszczyzny, przechodzącej przez punkta 
dane zapomocą równań Alu = 0, Anu = 0, Ang = 0. 
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Znaczenie geometryczne Zy=0. 
Jak na początku podaliśmy, równanie 7, = o jest równa 
niem powierzchni / w współrzędnych płaszczyznowych, t. j. 
wyraża, że płaszczyzna w spełniająca równanie /,=o jest 
styczną do powierzchni /.. Chcąc to okazać, weźmy pod 
uwagę równanie /y/x—/fyx* = o (n" 4) wyrażające stożek 
styczny z punktu y do powierzchni / poprowadzony. Jeżeli 
punkt y leży na powierzchni, wtenczas /y=o, a równanie 
powyższe zamienia się na 
Jxy? = (aty X, —|-- asy Xa —|- asy Xs -|- asy X,) * = 0, 
t.j. wyraża kwadrat płaszczyzny 5 stycznej do powierzchni / 
w punkcie y. 
Współrzędne tej płaszczyzny są 
Aly Pr; a2y = Pa» asy = PG» Ały = Pis 
a z rozwiązania tych równań wypada 
dy, = Aip, AY = Ap, Ay = Ag, ly, = Aip 


A(P: Y1-|--PaVs-|-Pa V37|-Pa Ya) = Appi] Aappo] -Apps -Aap Pa 
prun kp = O, 


t. j. płaszczyzna styczna spełnia równanie 7, = 0. 
Ponieważ Au, = Fpu zatem równanie /pu = o jest ró- 
wnaniem punktu styczności płaszczyzny 5 z powierzchnią /. 


8. 
Znaczenie f/xy =0. 


Punkta v, y spełniające równanie /xy= o i punkta 
przecięcia się prostej xy z powierzchnią / tworzą dwie pary 
punktów harmonicznych, z tego też powodu punkta v, y na- 
zywają się punktami sprzężonymi względem powierzchni /1 
Aby to okazać, weźmy pod uwagę równanie i 


RA > aay łu -| yu =o (n' 4) 
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wyrażające punkta przecięcia się prostej xy z powierzchnią /. 
Rozkładając lewą stronę równania na czynniki pierwiastkowe 
ah -+ Bu, yh- Ów, otrzymamy (8, —e) i (ô, —y) jako rozwią- 
zania powyższego równania, fx; — ay;, Oxi-pyi jako współrzędne | 
a (Pux— auy)(0u,=7uy)=o jako równanie punktów przecięcia się. 
Ostatnie równanie po wykonaniu mnożenia i po podstawieniu 
wy ==fx, «ò --By=fxy, BPO ="Jy przybiera kształt 
Jy Ux” — fry Us: Uy -- f U = o, 
Pary punktów wyrażone równaniami 
JU? — 2fyuxuy + Au? =0, 
— 2 Ux Uy = 
stanowią dwie pary punktów harmonicznych, jeżeli niezmien- 
nik wspólny powyźszych równań 
Jx.0 + h.o — 2 fy = o0, 
t. j. jezeli /ky = o. 

Z kształtu równania /xy= 0 poznajemy, że punkta 
sprzężone do punktu y są położone na płaszczyźnie 5, która 
się nazywa płaszczyzną biegunową punktu y a naodwrót 
= punkt y nazywa się biegunem płaszczyzny p względem po- 
wierzchni /. 

Współrzędne płaszczyzny biegunowej $ punktu y są 
wyrażone równaniami 

ay = Pis ay = Pas asy = P3, asy = Pi; 
rozwiązując te równania co do Yi, Yes Y3; Ya, Otrzymamy 
A Uy = Fpu EO 
jako równanie bieguna płaszczyzny $. 

Jeżeli punkt y znajduje się na powierz.hni, to tylko 
sam do siebie iest sprzężony, gdyż w tym przypadku tylko 
xx FE Js = 0. 

Współrzędne punktów wspólnych powierzchni / i stożka 
stycznego z punktu s do powierzchni / poprowadzonego 
spełniają równania (n" 4) 


fa fx = Ja: 220 1/4530, Z)czego wynika fax ->'0; 
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t.j. płaszczyzna biegunowa punktu s przechodzi przez punkta 
przecięcia się stożka stycznego, którego wierzchołkiem jest 
punkt s, z daną powierzchnią. 

Wierzchołek stożka jest sprzężony do wszystkich punk- 
tów. W tym przypadku bowiem 


A aix Ax azy 
Ix = 8 


aiz A A3z 


—— (an az -- aig Asz -}- aig azz) aix 
-F (ası ajz - asp Agz -|- aag 432) agx 
+ (Gg aiz F aso Azz > dg 52) agx = O, 


gdyż aje = 4; = 4; = 0, 


9. 
Znaczenie Zuv = oO. 


Postępując podobnie jak w poprzednim ustępie, znaj- 
dziemy, że płaszczyzny w, v spełniające równanie uv = O 
tworzą z płaszczyznami prz chodzącemi przez krawędź uv 
a styczneaii do powierzchni / dwie pary płaszczyzn harmo- 
nicznych, z tego też powodu nazywają się sprzężonemi wzglę- 
dem powierzchni Æ. Z- równania pu = o poznajemy, że 
płaszczyzny sprzężone do płaszczyzny $ przechodzą przez 
jeden punkt y, którego współrzędne są 

Ap = yin dp = ye, Ag = ys, Am = yr 
Te równania rozwiązane co do Pi, po, Ps» Pas dają 
AP: = px =0 
jako równanie, które okazuje, że punkt y jest biegunem 
płaszczyzny % w znaczeniu w poprzednim ustępie wyłożonem. 

Jeżeli płaszczyzna % jest styczną do powierzchni /, to 
tylko sama do siebie jest sprzężoną, gdyż tylko pp =/o= 0. 

Dla stożka płaszczyzna przechodząca przez wierzchołek 
jest sprzężoną do każdej płaszczyzny. Albowiem w tym 
przypadku Aa = u’, fu =uxv, a jeżeli płaszczyzna % 
przechodzi przez wierzchołek s, natenczas pu = pz Vo = 0, 
gdyż p, =o0. 
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W przypadku jeżeli wyznacznik formy Zu równy zeru, 
ale nie wszystkie minory znikają, płaszczyzna przechodząca 
przez punkta Au = 0, Agu = O, Azu = O jest sprzężoną do 
wszystkich płaszczyzn, a każdy punkt tej płaszczyzny jest 
sprzężony do każdego punktu przestrzeni. 


10. 


AO ai 
pi~ . 
Znaczenie Puy uv = 0. 


Jeżeli weźmiemy punkta y, s i ich płaszczyzny biegu- 
nowe 5, q, wtenczas każdy punkt krawędzi ją jest sprzężony 
do punktu y i punktu s. Ponieważ znów dowolny punkt z” 
krawędzi g jest sprzężony. do punktów y i z, więc jego płasz- 
czyzna biegunowa musi przechodzić przez prostą yz, czyli 
wszystkie punkta prostej yz są sprzężone do punktu s. Za- 
tem również każdy punkt prostej yz jest sprzężony do ka- 
żdego punktu krawędzi 59. Takie proste nazywają się pro- 
stemi wzajemnie sprzężonemi względem powierzchni /, 


Jeżeli równania 
x = dy dx = 05 fax 4304 — 0 


są równaniami płaszczyzn biegunowych punktów y i z, wten- 
czas współrzędne promieniowe ich krawędzi przecięcia się, są 


a, b, (ab),,, ay b.(ab)s,, ayb.(ab),,, +.. 
a równanie tej krawędzi jest 
ay b, (abuv) = 5 (ay bz — a, by) (ab uv) = o, 


jeżeli w, v' są płaszczyznami przechodzącemi przez prostą yz, 
wtenczas równanie powyższe przyjmie kształt 


z (ab uv) Z(ab)y (yz) = Z (abuv) Æ(ab)ı (uver 
= z (ab uv) abuv)) = pwuw = 0. 
Zatem równanie Quwuw = O jest równaniem prostych 
wzajemnie sprzężonych. 
; Prosta przecina swoją wzajemnie sprzężoną, jeżeli 
4 (abuv)(abuv) = pyy=©, tj. jeżeli jest styczną do powierzchni. | 


2 
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Ponieważ wierzchołek stożka jest sprzężony do wszyst- 
kich punktów, więc prosta wzajemnie sprzężona do każdej 
prostej względem stożka przechodzi przez jego wierzchołek. 


III. 
Ogólne twierdzenia tyczące się jednej powierzchni. 
I 
Wyznacznik formy przynależnej. 


Mnożąc wyznacznik formy przynależnej przez 4 otrzy- 
mamy 


An Ars Ars An 31 de Ais A14 41000 
Ag Aor As Asa dor 392 agg As4 0400 żyć 
Ag Ase Ass Asa | | asi ase ass asa | |O040 s 
| Asi Ass Ass Au ai ays 343: Aia 0004 
skąd wypada 
| Au Aqg As Aj 
, Asi Ag 22 Aos Agą = 48 
Ag Ass Ass As i 
An As is Ass 


t. j wyznacznik formy przynależnej równa się sześcianowi 
wyznacznika formy pierwotnej. A 


12. 
Forma przynależna formy przynależnej. 
Jeżeli oznaczymy przez Ayn, Aa, As, .... _ mino- 
ry wyznacznika formy przynależnej, t. j. jeżeli 
Aqq Aa Mys A 


Agr Aag Asg Az, 
PIA = Au 4u HAr 4 Axs Ars + Ar A 
Az Ass Ass Aga kt Au HAr Aia- Ars As + Au Ai 


41 Aas Aas Au 
forma przynależna formy Zu przybierze kształt 


Au x? H 428 Xą? -. .. + 2 4eX, pen. 
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Chcąc obliczyć ilości 41, Aga, .. . tworzymy iloczyn 


wyznaczników 
u; ue uz U | aj ajo 3 Ar Au O O O 
Ag Aæ A3 Ag | | az d2. aos ao am 4 O O 
| c= 
Aa Aze Asz Am | |" asi as2 a55. as4 azu 5 AZORI 
Au As As An a A aş ay az 00 4 


czyli (du ui -L Aig ug + Aiz uz -H Ai u;).A = 45 u- 
Porównując współczynniki przy uł ug... otrzymamy 
An =. A3aqu; - Aa = Za8y - , 


wskutek czego forma sprzężona formy Žu będzie 

A? (anx? ++... )=2M*/. Zatem forma sprzężona formy 
sprzężonej równa się formie pierwotnej pomnożonej przez 
kwadrat jej wyznacznika. 


18. 
Forma zbioru promieni formy przynależnej. 


Postępując podobnie jak przy tworzeniu formy guy. 
otrzymujemy 


Fa Fy — Fa? = E (Am An — Ain Am) (ava (UV)mn: 


Wyznacznik Akm An — Akn åm otrzymamy tworząc ilo- 
czyn wyznaczników 


Uy „Ug, Ug „ Ug air 412 g 4 aju Agu Agu Agu 
NORY PRON: Agi aas dog dzą | | | div dav Asy aay 
"| Ag Ass Ags Aga | | asi 8927455 Az, OS OA OR 
An As Aug Asa au 42 ais ajs 0004 
czyli 


A [(Asz Aaa — Asa”) (UV)ss + (Asa Au — Asa Ag) (UY) F. l 
= 4* I (A agg — a13?) (UV)ęg ++ (asy a13 — Ay; 893) (UV), eed: 
Porównując współczynniki przy (uv);s, +.. mamy 

Ass Ay — Ay” = A (ag Ag — Aja): 
Ay Aqq — Asa Ass = A (ag, dys — A, Ag) 


. . . . *+ . 
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ogólnie 
Akm An — Apr Am = À (ayw aw — apo Arm). 
Wskutek tych równań staje się 
RE 2 Ft = AA a — we e NUU Agu. 


14. 
Czworościan biegunowy względem powierzchni. 


Biorąc dowolny punkt $ i jego płaszczyznę biegunową 
Jëx = px = o, dowolny punkt 7 na płaszczyźnie 5 i jego 
płaszczyznę biegunową /qx = qx = o, następnie na krawę- 
dzi g dowolny punkt ć i jego płaszczyznę biegunową /%x = 
= rx =0, przecinającą krawędź 59 w punkcie ®; nadto ozna- 
czywszy płaszczyznę $yć, która jest płaszczyzną biegunową 
punktu ® przez s mamy tak zwany czworościan biegunowy. 
Wszystkie naroża £é, 4, 6, % są biegunami przeciwległych 
ścian, zatem wszystkie naroża i wszystkie ściany są do siebie 
sprzężone, a przeciwległe krawędzie są prostemi wzajemnie 
sprzężonemi. Analitycznie tak się to wyraża /$n= o fE% =o.., 
Fpq =0, Fpr =0O,... ©Qpq;rs =0, ©Qps,qr = O, ©Qpr, qs= O. 


15. 
Formy /x, Fu pw wyrażone zapomocą ścian, 


naroży i krawędzi czworościanu biegunowego. 


Rozwinąwszy wyznacznik, identycznie równy zeru 
6, b 6, 5, ué | ; 
Eee gag | ET — Etud + (Eryut 
Gu nt 
D 8, 8, 3, ud = (oxun + (768v)u$ = o 
| Xi Xa Xg X, Ux 
i porównując współczynniki przy ui mamy 
(5n68)xi = — (768%06i -- (560x)ni — (579x)6; + (Enéx)i 
Po podstawieniu ($768%)xi zamiast xi do /x wypadnie 
F(6n68)x = (Enta) = (160%)Y$ -- (6693) H (59x)Y6 -|- 
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+ (576x)/%, inne bowiem wyrazy odpadają z powodu, że 
Len = SEE ++ 7 0 
Ponieważ (568%) nie równe zeru i ponieważ (749x) = px, 
(568x) = qx,... przybiera forma f/x kształt 
Jx = apx*-|-- bqx* -|-- crx? —|- dsx*. 
Podobnież stósując identyczność 
(pqrs,ux — (pqru)sx —- (pqsu)rx — (prsu)qx-|- (qrsu)px = 0 
mamy 
(pqrsju; = — (qrsu)pi -|- (prsu)qi — (pqsu)ri -|- (pqru)s;, 
co po Do do Fu z ŚWIEC że Zpq= fpr= 
daje ZF(pqrsju = (pqrs)? Fu = (qrsu)*Fp -|- (prsu)e Z4 e 
(pqsu)? Zr -|- ( E SE. 
Fa = Aug? -|- Buy? + Cug? -|- Dun? 
Ponieważ 
ffy — hy? = (apoq? crx?-dsx?) (apy?-Hbqy?+-ery?-ds,?) 
— (apx Py-bQx qy-|-CTx Fy|-dóxsy)? 
= ab (px*qy*+ePy* qx*—2Px Pyqx qy) -- + +- 
= ab (pxqy—Pyqx)*— . : - 
= ab[2(pqlu Gy] *+ : - » 
zatem 
Pw = ab [E (pq)n (UV)kr]? Fac [E (pr) (uver -H . . . 
= ab(pquv)*--ac(pruv)* + .., 
czyli gu = «(pqwy)? +- 8 (pruv)? + y (psuv)* + 0 (gru)? + 
e (qsuv)? -+ x (rsuv)?. 


IV. 


Niezmienniki wspólne dwóch powierzchni drugiego rzędu. 
16. 


4 


Niech f/x =o, / x =0 oznaczają dwie powierzchnie , ` 


drugiego rzędu tego rodzaju, iż wyznacznik żadnej z nich 
nie znika. Wyznacznik, formę przynależną i formę zbioru 
promieni formy /'x będziemy oznaczać przez 4, ZU, Qw 


Równania 4/3 + A fx = o i of, ++ o Fu = o dla zmien- 
nych A, A, o, ọ przedstawiają układy powierzchni drugiego 
rzędu, z których pierwszy nazywa się pękiem a drugi 
gromadą powierzchni drugiego rzędu, Znajdźmy niezmien* 
niki tych układów powierzchni. 

Wyznacznikiem formy 4% + Ax jest 

łan + Nahi, Aaja -- Nang Aag -- Aaa, Aag -A Ha 


haa + Na'a , Ę Š Ą A $ Ę 1 h $ 
azı -+ Na'i . : : $ Ó 6 à i x rÀ 
Aasi -- Aaly . . ` . ` . s . . 


= M -- OBW - DNA? -- OM +- aa, 
gdzie ©, ©, ©! są wspólnymi niezmiennikami obu form. Po 
rozwinięciu powyższego wyznacznika wypadnie 


a/ a2 aiz At a a'g ais aig au ag aa aig 


EA DETA CIE ADI" e Are 


o- + 


A Ta Pm ie e 


AMWZYSZ ZA AGS CNBC" OB RÓW. © 

AA PORERZE aj - DYR AM rd Er 

"an ag ais a'i aji 2 A'I5 A14 an a'g ais aa 

dA ARf WE zę Wd Aeg. A AR: 0a 0 fe 

0 EOE A aO ? t 4 (EQ BECO CTI + [21.7 WROCE AJ 
DEEE o iR A Te ADE e NTE l dl enie 

an a'io a43 aig a'i aja 45 Ak a'i aja a'g ara 

Agi So NAAT E M ae RO IC W A RSA 

T EK A ANAA TERI A E CIN R RZ AGI RA, Ar YO RZ 

POZYCJĘ KANA AMS Si | AD ZOSTA: 


a'i ao ag AMA 
+ a'ar . . . $ 

EIN ANo N ANS. 

a'u EA TAIA 

Chcąc wyrazić w kszťałcie symbolicznym © i D wyra- 
chujmy pojedyncze wyznaczniki. N. p. 


a'i an az ais a'a’ , A, b, Dos €yCz 

L/ U 
gh R o PASZ a alan OŚ ERN EA Y RAN a' as b,c,(atabc) 
ea T EROE EO EA ENE OAS RZY 


a'ii . , . . CYC . . . . . = GA (abc);;4(a'bc) 
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au aja 2/5 aua) | a ais Diba aha bb, 


LNAP A AEI 


— a, b,a',b',(aba‘b’) 


ABT A e | „IAS ADR 
By i 2 e -|-(ab)„u(eb/) „(abatb). 
Obliczywszy w ten sposób wszystkie wyznaczniki i do- 
dawszy, otrzymamy 
© — '/,(a'abc)?, © = Y,(aba'b')? i © = YV,(fa'a'b'c')?, 


©' bowiem tylko tem się różni od ©, że zamiast elementów 
kreskowanych są niekreskowane i naodwrót. 


[2 EA D OC ADO 


Wyznacznik formy 4/% 4 Xfx wyrażony symboliczne 
przybiera kształt 
'/„a(abcd)?* -|- */;(abca 9%" -|- */,(aba'b'yaew 
—-|- 1/,(aa'brc)445 -|-- 1/,,(a'bre'd)24/4. 


EJ 


Formę przynależną formy 4 +-A/x wyraża wy- 
znacznik (nr 3.) 
Aan-PA'a', Łaqa|-—A'aqa, Aaqs—|--A'A/g, Aaqs=|--A'A/q4, WY 
Aagi--M'a'at » ; y A Ć i $ 5 EET 
— | hazr-pA'a' . z s à $ A A x + U5 
Aan--h'afn . + Ę 3 è SERT s Pi 
u ug URS u, o 
= FAR -|-- GAW -- GA? -|- FAB, 
gdzie Gu G'a są formami przynależnemi wspólnemi obu form. 
la a aiz au u| Jan ahe ais Ak U, 
a/a . . . . üg 


1, p 
Ga = Ja ag ha * » + „ uş ---|as1 «e «i e Ug 
kl a'y OO A AOTT 


OWU Ue uj SG | U, do: Ui UEO 
a Aj a'g a4 U; an Aq2 aig a'i U, 
AANE n N a Ug aAĄ4 + + e . Ug 
-|- a « ©. /* UR -- AI © e): » Ug 3 
AH" NN U CY NEJNOWIOWIANA 71 


U; Usg O W O U; Us 050 0 
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Chcąc wyrazić Gu symbolicznie, rozwińmy wyznacznik; 

w nawiasie będące co do elementów kreskowanych. Każdy 
element kreskowany będzie pomnożony przez’: wyznacznik 
kształtu 

akk Akr akm’ d, 

Ww Ar Adm U 

Amk Am’ Amm’ Um |” 

| ur kr Um O 


który przerobiony symbolicznie 


= ak Bi Cm | ak Bock: uk 
a bi SKA AE łan 2. Up dyC:(BCUJKIm 
An Dm Cm Um -H urayCn(ACU) „m 
Uk BIE Um o ZER Umʻap'by(abu)kim 
ak Die Cm 


Sote "le [uk (bc)im(bcu)kim Pi ur (ac)km(acu)kim -- Un(ab)x4:(abu) kim] 
A Y [up (be)im(bcu)gim == uy(b)m(bcu)kim -+ Um(bC)ii(bcu)i im] 
WATA 'Jz(bcu)xin(bCU)kem' . 


Stósując to równanie, otrzymamy pierwszy wyzna- 
cznik formy Gu 


a'i are Ars At U, 
a'a EROA OAS 
DRE NEURE Ug 
Bia: Z alika ss i 
U; Ug Uz U, O |= — +a’ (bcu)2z4(a’bcu),. 


= — 1, ay bcu)ązs(a 4(bcujezi — a'a (bcu)iza 
-|-, a'z(bcu)424 — a/4(bcu):e5] 


a po dodaniu wszystkich czterech wyznaczników w ten spo- 

sób przerobionych wypadnie 

Ga = '/,(a'bcu)[a/,(bcu)ez; —a',(bcu)45;->a's(bcu)qes-|-a'1(bcu)1a3] 
= :/,(a'bcu)?. 


Ki da'w 
GI = Zaw JF, 


skowane znajdują się zamiast niekreskowanych i naodwrót; 
wskutek tego 


tem się różni od Gu, iż elementa kre- 


GI = Y„(ab'c'u)*. 
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Forma przynależna formy 4fx -- Afix wyrażona sym- 
bolicznie będzie 
1/,(abcu)?43 + */,(abaru)?27% + '/ę(aa'b'u)?44/* -4 */„(atb'e'u)?4,*. 


18. 
Forma zbioru promieni formy  4fx -- A'f'x jest 
(fx ++ WF) Gy ARNA As ++ 20? 
-ihh — (A) ŁAPY 2bsfs3 HAPPY) 
= Popu A Mu + AŻW'uw i 
gdzie W, jest wspólnym zbiorem promieni obu form. 
Ponieważ fxf/,+-/,f's—2fxzf xy axta’ -jay ax? —2axaya'xa'y 
= (axa'y—aya' x? = [Z(aau(zy)ul? = [laava]. 
= (aa'uv)?, 
przeto symbolicznie pay = (aa'uv)?, 
a forma zbioru promieni formy 4/x-|-A'fx wyrażona sym- 
bolicznie brzmi 
„abuv)?4? -+ */,(aa'uv24' ++ '(a'b'uv)eh*. 


19. 


Dla formy o7i-Fg'/F”, otrzymamy łatwo wyznacznik 
i obie formy współzmiennikowe w kształcie symbolicznym, 
jeżeli w takichże wyrażeniach dla 4fx-F4'f'x wyprowadzonych 
zamiast a, b, c, d, u, A, 4 położymy oppowiednio a, b, 
7, ô, X, ọ, 0. 

Wyznacznik będzie 
1p, (aßyð) o" lapra o oH (BaB) o0 (ahy oo 
+'/sula'B'y'ó')*o", 
forma przynależna 
1h (appx) "(epa xę*e'+'|a(aa Bx oo IolaeBr" e" 
a forma zbioru promieni 


1 (aßxy)? 0 ea'xy) go'l B xy) o. 
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Niektóre współczynniki przy potęgach g, o! znamy i tak: 
1a (aby)? = A* jako wyznacznik formy 7, 
H;(aByx)? = 4*fx jako forma przynależna formy 7, 
(aBxy)? = Apuw jako forma zbioru promieni formy Ži; 
podobnież /,4(te870) = 47, EBY — A2fx, 
I(B xy} = Apa 
Łatwo obliczyć, że 
*(egre? = fe = Aa = I leab) = 4'0, 
(afro? = 130. 
Przerobiwszy symbolicznie 7, 4 — Zw = Apiw mamy 
teg — nawong = lie pot = [Z (Bl 
- A kfabuv)* = 4 ‘hl = (ab)u(uvjarl?, 
czyli 
[2 (abaya? = (uBxy)?” = 4 [2 Gbu(YJu, 


podobnież 
[E (eB'u(uv)u]? = 4 '(a'V'uv)2. 


Stósując powyższe identyczności otrzymamy 
(epa B)? = 1/1 A [Z (eBu(ab)u? = "AA 'pba'b? = 44'0. 
Ponieważ */,(aBxy)” =', 4 [2 (abju(zyjwI=A AA) 


zatem 1 (uBa'x)? = Alfau — fa?s) = ATx, 
gdzie -Tx = fafu! —/ax "ba" — aa'ba'axbx 
= ©'/z—aa'ba'axbx, z 
lub też Tx = IJ, (/abx—axbo')?. 
Podobnie 1) (œ b'ax) = 4'7x/, 


gdzie Ty = 6/'x—a'0b'aa'yb'y = 1 (3'b'x—ax'b'g)?, 
W końcu oznaczamy 
(adzy)? = [2 («a)i (ay ja]? — [F (aa)u(uv)uj? = gav: 
Formę dw otrzymamy wprost przerabiając 
FF-B 2h Fu == IasatLvofua2= zuayonava 
= ugy! —uaNa)? = [S (ao')u(uvu]? = i. 
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Uwzględniwszy powyższe identyczności otrzymamy na 
wyznacznik, formę przynależną i formę zbioru promieni 
formy o/,--g/7, wyrażenia : 

A+A Og LAA' Boe? -LA*Ogo'"++APg'?, 
Afro FA Txzo?9--A' Trz99?--AŻ/'x9'*, 
APW Puro L'P'v07*. 


v. 
Znaczenie geometryczne niezmienników wspólnych. 
20. 
Znaczenie © = 0O. 

Jeżeli £, ņ, 6, ® oznaczają naroża czworościanu biegu- 
nowego względem powierzchni 7, wtenczas 7, da się wy- 
razić (n" 14.). | 

Fu = Au$*-Bun?"--Cućf---Du8*. 
Kładą: a/u zamiast uxu, będziemy mieć symbolicznie 
w? = Aa'$7-Ba/7*|-Ca/£2-Da'g*, 
Ponieważ a'g? = !/;(arabc)? = © , przeto 
0.— AJĘ--B/n--C/6-0/9. 

Jeż li yec A =f/6=/8%=0, wteaczas © =0. 

Lub też, jeżeli 5, 4, 7, s -oznaczają Ściany czworo- 
Ścianu biegunowego względem powierzchni /, wtenczas 
i J!x = a!px?+-b'qx*+-c'rx*-d'sx%,  (a" 14), 

z czego po podstawieniu Ax zamiast xx; wynika 
| ag? = apa? b'day o'ra- d'sa”, 
czyli © = a' Fp! FaH Frad Fs 
Jeżeli Fp = Fq= Fr = F =o, wtenczas 6 =o. 


Słowami : © =o, jeżeli w drugą powierzchnię /'da da 
się wpisać czworościan biegunowy względem pierwszej po- 
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wierzchni f; lub też, jeżeli na pierwszej powierzchni / da 
się opisać czworościan biegunowy względem drugiej po- 
- wierzchni /. Podobnie się tłómaczy znaczenie 0! = o. 


21. 
Znaczenie d©=0, 
- Jeżeli 5, g, r, s oznaczają Ściany czworościanu biegu- 
nowego względem powierzchni /, można wyrazić (n" 14) 
Pav = a(pquv)? -+ B(pruv)?* -- A(psuv)? + 0(qruv)* -+ e(qsuv)* 
-- x(rsuv)?. 

Kładąc (a'h')y zamiast (uv)u otrzymamy symbolicznie 
'[„(aba'b')? = a(a'b'pq)*--B(a'b'pr)*--7(a'b'ps)? + 0(a'b'qr)* 
--e(a'b'qs)?-|- x(a'b'rs)?, 
czyli © = ap'pq-|--BP'pr-|-79'vs-|-09'q-FEP'qs E's. 

Jeżeli py = 9łr = P'ps = P'ar = Ps = P'rs = O, 
wtenczas 0 = o. 

To samoby wypadlo, gdyby ściany 5, q, 7, s były 
sprzężone względem drugiej powierzchni /”, a krąwędzie %4, 
dr... były styczne do pierwszej powierzchni /. Zatem: 
®— o, jeżeli się da utworzyć taki czworościan biegunowy 
względem jednej powierzchni, któregoby krawędzie były 
styczne do drugiej powierzchni. 


22. 
Znaczenie G,=0. 
Współrzędne punktu v leżącego na płaszczyźnie prze- 
chodzącej przez punkta 6, 7, $ dadzą się wyrazić 
Xi = X, 6j-|-X57 i-|-Xgbi , 
gdzie X,, X,, X, są ilości od siebie niezależne. Równania 
PX, -AMX -l-AeX -l-2 MX X, l-2/EXa X -12 ENX X; = 0, 
Pr = PEX? -ANK -SEX | PCX, X EX, X, 
"+ zfónX,Xy=0 
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wyrażają krzywe przecięcia się płaszczyzny $y6 z powierzch- 
niami f i / a równanie 

(E-|- UPE X -|-(M--An)X;?--. |... | =0 
wiązkę krzywych na płaszczyźnie śyć. Wyznacznikiem tej 
wiązki jest 
NE -- 4/8, afen -- Wfón,  AFEE -- AF EE 
Ané -HAPE Afa =i kfm, Afh -- WPNE ; 
6 --WFGE,- Afen -Fafm, = Afe -> 46 


fé fón fE f6 fón AEN |f6 fón 156 
= | fng fa P |- ażwąfnć fa fbit R 
1665 78. | 186 wn tO] 


fE fén Ę 
MEU i G EN -l A 
| 
Wyznaczniki przy potęgach A i ' stojące dadzą się 
przerobić. Np. 
fe fén fig ag bé c$ 
O E A anganan 
af a$ af 


agag bgbq cécé 


— gaqbgc 


| 
ag bé c |» 


= 


= /.[(abc)+s;(605)234-|-(APC) sa(605)154)-1- - » I? 
= H,(abcu)ż = 7,. 


gdyż (6nb)ąsa TU (Ené)isa 7 — Um  (ŚNE)is4 TU (ENŚ)rg8 = — u 
jako współrzędne płaszczyzny w przechodzącej przez punkta 
E n 6, Przerobiwszy w ten sposób wszystkie wyznaczniki, 
otrzymamy na wyznacznik wiązki krzywej wyrażenie 

KA -|- GA -- GMA? -|- FAB. 


Stosując twierdzenie o wiązce krzywych wyraźone 
w geometryi na płaszczyżnaie, możemy wyrazić znaczenie 
Gu =0 w następujący sposób: Jeżeli Gy, = O, wtenczas 
w krzywej przecięcia się płaszczyzny « z drugą powierzch- 
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nią f” da się wpisać trójkąt biegunowy względem krzywej prze- 
cięcia się tejże płaszczyzny z pierwszą powierzchnią f. lub na 
krzywej przecięcia się z pierwszą powierzchnią f“ da się opisać 
trójkąt biegunowy względem krzywej przecięcia się z drugą po 


wierzchnią f’. Podobnie tłómaczy się znaczenie G/, = 0. 
23. 
Znaczenie 7x = 0. 
Chcąc mieć znaczenie geometryczne 7x — 0, popro- 


wadźmy z punktu z stożki h i Æ styczne do powierzchni 
fi f£ Równania ich będą (nx 4) 

kx = ffx — fax aa); Kx = ffx — fn? = 0 

Znajdźmy następnie wiązkę krzywych przecięcia się 
płaszczyzny $76 z obu stożkami (n” 22) i napiszmy wyzna- 
cznik tej wiązki 

Ab$ -|- Ah$, Ahén -|- Ahśy, Abść -|- PREG, 

Ahyś -|- A h'yś, Ahy -|- A hy, Ahne -|-  Ahn$ 

ahtg*)-|- 20bęg, Ahg -|- Ahen ANG -|- A'hĘ 
gdzie — APP -|- 2%A8Q -|- MAR -|- 485 


| hé hên hég | h'g héy bść T hg hgy h'g6 
P— | hné hn'hné |, Q — ik: $ -|- -|- . [itd. 
bg hén hé | bgg n 


Chcąc wyrachować wyznacznik 2 św decy go 
obszernie pamiętając, że 


hg — FIY — A, hm = fe PR = Jea Mmi e -~ itd. : 


Wypada 
fa JA — Sw JM => A Tai. pat 
PENN KME" . X 
| fłóg = fef E 
fafan fog ka AM fafon (48 
2 p "| 


wi 4 a 


| 


*) litera b zastępuje literę $ 
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fa fag Fa fa] 


fszfaf=n fsk „ża,bądą (abcd) (z6) = fè ? (abcd)? (zjn$j? 
F fna fng fa fna 24 
fafesfznfa| = A f (2946. 


Podobnie przerabia się pierwszy wyznacznik sumy Q 
DAY WEJ fei ras, fin — fobie ffie— fot 


e A Ż] 


| 
f'g faz FX | f'g fm fo | 


fe faq 196") 
| > P | 


Ffm f fid: foz f| Pazfgn f3z ! 
| ; asf fag E r. fan FX] | | 
WRZE SE UP 
=f | Ad z łe aa RE | 
féz. Ke.. 
SiTe Ifa „a'gbycĘ (aa'bc) (zj4$)— f4:azaʻ,byc (aa'bc) (zyczę | 
; az by cz! 
z fz (Ga'bc) (2go) (Pag — féa, 0 MI cn 
5 ać bt ct 
arb Cza] 
—b = R (zént) bn, (b%a'£ — b'ga’,lan . 


s ARESE 
Obliczywszy w ten sposób dalsze dwa wyznaczniki i do- 
dawszy, otrzymamy 


a, b, c 


an? 
ag AN: 


DDE 


Q o AE bga’, l. + 2|-(Ba —brpe'2) 


a, bz c, | 
+ (ba — b'ta) aż. | 
CUDA 


*) litera Ę zastępuje literę 6 


32 


| Dz 87 Dz Cz az az bz Cz 
fa (znt)*(aa'bc) b, BENE % AG za 
6 RE DO SSE SPE A EPE 

bi Z ag i 


EB abe)b'„—(b'abc)a' p Freio ab’, b’ a'=a' b'g) 


= fa (zśn6)” 1 [bhaa —a' b'a] = fa (En)? Pa 
Tak samo obliczone 
R = fa (2E)? 7, S = A PeO 
a wyznacznik wiązki krzywych przybiera kształt 
(zenk? ARA -|- fz TEAS! + ji ZAAŻ -|- ed taaa, 
Jeżeli położymy f„A = 4'o, /A = AỌ, wtenczas po 
Cnota" 
fal': 


opuszczeniu czynnika przechodzi powyższy wyzna- 


cznik wiązki krzywych na 


AE -- A Tre" + A'T? A- Arg, 
t.j. na formę przynależną formy o7, + g'/77, (n" 19). 


Podobnie wnioskując, jak w poprzednim ustępie pozna- 
jemy, że gdy 7, = 0, wtenczas w krzywej przecięcia się pła- 
szczyzny $76 ze stóżkiedń h da się wpisać trójkąt biegunowy 
względem krzywej przecięcia się ze stożkiem /'; lub na krzywej 
przecięcia się ze stożkiem Ż' da się opisać trójkąt biegunowy 
względem krzywej przecięcia się ze stożkiem 4. Bacząc na zna- 
czenie punktów sprzężonych (n" 8), można rzecz odnieść do 
"stożków %,%' i tak wyrazić: Jeżeli z punktu leżącego na po- 
wierzchni 7x = 0 poprowadzimy stożki styczne 4 A! do danych 
powierzchni, wtenczas w stożek % da się wpisać trójścian, któ- 
rego krawędzie są wzajemnie sprzężone względem stożka %' 
a na stożku %' da się opisać _trójścian, OE ściany są sprzę- 
żone względem stożka Z. 
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24. 
Znaczenie dy =O. 

Pary punktów przecięcia się prostej xy z powierzchnią / 
i f wyrażają równania (n" 8) 

JyUx? — ZfzyuzuUy -Efuy? = 0, 
Jus? A AyUxUy - JxUy* = 0. 

Te pary punktów są harmoniczne, jeżeli niezmiennik 

wspólny tych równań równy zeru t. j. jeżeli 
Js + ffx IŻ 2fxy sy AS Pay = 

Zatem zbiór promieni Waw = 0 jest zbiorem prostych 
przecinających powierzchnie / i/” w dwóch parach punktów 
harmonicznych. X 

25. 
Znaczenie iy =0. 

W podobny sposób, jak w poprzednim ustępie, dowodz; 
się, że proste spełniające równanie 47,, = 0 są krawędziami, 
z których poprowadzone płaszczyzuy styczne do powierzchn; 
F i P tworzą dwie pary płaszczyzn harmonicznych. 


VI. 
Ogólne twierdzenia i zagadnienia tyczące się dwóch 
powierzchni. 


26. 
Wspólny czworościan biegunowy. 

Jeżeli wyznacznik A4* ++OX%W-FPAA--OMA = 0, 
wtenczas powierzchnia 4fx--A'f'x = o jest stożkiem. Ponieważ 
równanie pierwsze ma cztery rozwiązania Ay4/„, więc w pęku 
powierzchni znajdują się cztery stożki, Weźmy pod uwagę 
przypadek, kiedy wszystkie cztery rozwiązania są różne. 
W tym przypadku stożki są istotne; wierzchołek „żadnego 
z nich nie może leżeć na powierzchni 4fx+-4/f'x = O, w prze- 
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ciwnym bowiem razie stożek wyrodziłby się w płaszczyznę 
styczną a forma przynależna formy Af--A'/x znikałaby 
identycznie. Że znów forma przynależna nie może być iden- 
tycznie równą zeru, okażemy w następujący sposób: 

Przypuśćmy, że identycznie 

FAR + GA + GM? -k FAŻ=0, 
podstawiając raz ay drugi raz a/y za uku; otrzymamy 
w kształcie symbolicznym równania 
"(ebcd)?3--1/,(abda')?4%%7--'/,(ada'b)?447+'/, (a'b/erd/)W o, 
Y,(ebcd')543 +- !/o(faba'd')?A*A? -|- t/a (aa'b'dh Pax? 

-H thla bcd’) = o, 
czyli 444° -- 3044 +- 24°? +- 0'2? = 0 
04? + 29N -- 30'142 — 4AA =0, 

Równania te są pierwszemi pochodnemi co do A iw 
wyznacznika formy 42fx--A'/f'x a spełnienie ich wyraża waru- 
nek, że równanie 

AA: -- OPA -- PAW? + O" -- AA” =0O 
ma dwa rozwiązania równe, co jest sprzeczne z założeniem. 

Jeżeli A, //, jest rozwiązaniem ostatniego równania, to 
forma przynależna formy A,fx--4/,/x wyraża kwadrat wierz. 
chołka stożka 

FA? 4- GMA, iniy GA, + FA = ug? 


Chcąc wyrazić wszystkie wierzchołki stożków, mno- 
żymy formy przynależne dla wszystkich form 4yfx-+A'fx, 
Taki iloczyn zawiera funkcye symetryczne całkowite ilości 
Ay Ak, wskutek tego będzie funkcyą całkowitą niezmienni- 
ków 4, ©, ©, ©, A’ i współzmienników 74, Gu, C., Vu 

Jeżeli 4, q, $, 8: są wierzchołkami czterech stożków od- 
powiadającymi rozwiązaniom 4,4, AgA'y, MgA, Aa i jeźeli 
baczymy na to, że wierzchołek stożka jest sprzężony do 
każdego punktu (n" 8), otrymamy szereg równań 
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fa HM =0, Afan + Aif > 0 
fng + AP = 0, 
lafta + Naf Eg = o, N R E RAA 
14f%q + Nfa O, E RN ESA 
Które tylko wtenczas mogą być spełnione, jeżeli 
fon = TE m e E NN SE AO 
t. j. jeżeli wszystkie wierzchołki stożków są do siebie wzglę- 
dem obu powierzchni sprzężone. Żeby to okazać, weźmy 
n. p. równania 
afan -|- ing = o, tfm -|- Vaf = o. 


Te równania tylko wtenczas mogą być spełnione, jeżeli 


fdq=o fan =o, gdyż wyznacznik tych równań 


24 | 
lą hy 
nie równy z powodu, że rozwiązania 4,d/,, dad, są różne. 
W ten sposób się dowodzi, że fa =0, Pu =0, ... itd. 

Wierzchołki 4, ņ, $, © nie mogą leżeć na jednej pła- 
szczyźnie, Aby to okazać, przeróbmy formę dfx -|- Wf'x za- 
pomocą podstawienia 

X = tz, -|- NZa -|- kgZg ~|- Biz, ; 

i napiszmy wyznacznik formy przerobionej. Ten jako nie- 
zmiennik jest równy iloczynowi niezmiennika formy pierwo- 
lnej i modułu podstawienia. 


Ponieważ fan = f'm = =n% 0 wawypadnie 
dfu -|- d'frą o o o 
(o) dj -|- e'f (o) | o 
o o Af -|- SĘ o 
o | O o dfo -|-Uf8 


= (fe -|- fo) (fn -|- Pn) (FE -|- PE) (Afe -|- 470) 
= (gng8)? (dł -| GBA |. DAMS |. QAR -|- 4145). 

Gdyby punkta 4 n, ©, % leżały na jednej płaszczyźnie, 
byłoby moduł (4749) = o, wskutek tego jeden z czynników 
lewej strony równania byłby równy zeru dla dowolnych 
„ wartości na 4, d/. Toby znów tylko wtenczas było możli- 
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wem, gdyby jeden wierzchołek leżał na powierzchni 4dfx 
-|- d/ffx =0, co jednak nie ma miejsca. 

Ponieważ punkta 4, 7, (, © nie leżą na jednej po- 
wierzchni, są zatem narożami czworościanu biegunowego 
względem obu powierzchni czyli wspólnego « czworościanu 
biegunowego. 


2T. 


Równanie naroży wspólnego czworościanu 
biegunowego. 


Równanie kwadratu wierzchołków czterech stożków 
dyfx -|- d'if’ = 0 jest zarazem równaniem kwadratu czterech 
naroży wspólnego czworościanu biegunowego. 

Równanie naroży wspólnego czworościanu biegunowego 
można także w następujący sposób wyprowadzić : 

Ponieważ płaszczyzna % przechodząca przez wierzchołek 
stożka 4 jest sprzężoną do każdej płaszczyzny (n" 8) zatem 
równanie 

4 Fw | 4d; Gy -|- 40,0, A SEn = wuvq=0 
dla „każdej wartości na Vi Və Vs VĄ4. 

Oznaczając Ga = ZBpyuu, C'a =ZBpuu 
i po rozwinięciu powyższego równania równając zeru współ- 
czynniki stojące przy Vis Va, Vg, V, Otrzymamy równania 

Akut? -|- Bruty d’ -|- B/kut4 74? -|- AM = O, 

Ponieważ ilości 4, d/, równocześnie nie mogą być 
równe zeru, powyższe równania tylko wtedy mogą być speł- 
nione, jeżeli wyznacznik 

Au Bu Bu An 
Agu Bau By Agu 
Agu Bjo Biuian 
AAB BW AGI 

Ten sam warunek wypadnie dla płaszczyzn. przecho- 
dzących przez pozostałe wierzchołki 4, 4, %. Zatem ostatnie 
równanie jest rówiianiem naroży wspólnego czworościanu bie- 
guńowego i jest czwartego stopnia co do zmiennych u; üg uz u,. 


= (0; 
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Równanie ścian wspólnego czworościanu 
biegunowego. 


W podobny sposób rozumując o gromadzie powierzchni 
oFu-|-9' Fu = 0 dochodzimy do następujących wyników : 

Wyznacznik formy ọ%a'9' Fu 

Ao*-|--A70'q?ę'-|-A A'Bo?ę?-|-A700g'-|-A70'* 0 
dla czterech rozwiązań na g, g'. Jeżeli położymy o=4'4', oQ=A4, 
wtenczas po odrzuceniu czynnika /34'$ powyższe równanie 
przyjmie kształt 
M4*-|-0434'-|-Pa?a*-|-0'4A'*-|-4/4/5= 0, 
z czego poznajemy, że z rozwiązań drugiego równania łatwo 
otrzymać można rozwiązania pierwszego i że jeżeli rozwiązania 
drugiego są różne, to także rozwiązania pierwszego różne być 
muszą, Ponieważ wyznacznik formy oF„-|-9'7”„ znika, zatem for 
ma da się wyrazić jako forma kwadratowa trzech form liniowych o 
czterech zmiennych u, u, u; /u,, Czyli trzech punktów a forma 
przynależna 
Afze*-|-4 TZę?ę'-|-47 Dzgo”2+-47f' o? 
wyraża kwadrat płaszczyzny. przechodzacej przez te trzy punkta 
i nie może zniknąć identycznie. Takich płaszczyzn otrzymamy 
cztery i żadna z nich nie może być 'styczną do powierzchni oF 
+ ọ'F'a= 0. Wszystkie cztery płaszczyzny nie mogą przechodzić 
przez jeden punkt i mają tę własność, że parami są sprzężone 
względem obu powierzchni F, = 0 i F', — 0. Tworzą! przeto 
czworościan bieguaowy wspólny obu powierzchniom. Równanie 
ścian tego czworościanu biegunowego można otrzymać jużto 
mnożąc formy sprzężone dla wszystkich czterech rozwiązań 
0x,Q'k wskutek czego otrzymany kwadrat ścian czworościanu wy- 
jażony jako funkcyę całkowitą uiezmienników 4, 0, ©, Ó d’, 
i współzmienników f,7,, 77,47, lub też postępując w następu- 
jący sposób. Jeżeli . g, 7, s, są czterema płaszczyznami wyra- 
żonemi przez formę przynależną dla rozwiązań g,0/; 020'3 030" 
0,0/, równanie np, 
A fzyg, -l-A TzyQ, ?91-|-4! Pryor oh -AT = PxPy = 0, 
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będzie spełnione identycznie dla wszystkich punktów » leżących 
na płaszczyźnie 5 (n" 9). Oznaczając 
T= ERX, P= bX y i 
I równając zeru współczynniki stojące przy Y, Yə Yş Yą Otry- 
mamy równania : 
$ 2 3 ? 2l. 412 Biia 
A ag A big, ord b'oro" ag = 0. 

i warunek spełnienia tych równań 

dix Dix (Dw. Ax 


. . . ORO 
a = 0. 
. Hedi . 


Ten sam warunek wypadnie dla wszystkich punktów leżą- 
cych na płaszczyznach g, 7, s ratem powyższe równanie będące 
czwartego stopnia co do zmiennych x, X, X; X, jest równaniem 
czterech ścian wspólnego czworościanu biegunowego. 


29. 


Równanie krawędzi wspólnego czworościanu 
biegunowego. 


Chcąc utworzyć równanie krawędzi wspólnego czworo- 
Ścianu biegunowego, bierzemy pod uwagę równanie 
| Fad Gul pi HG dh HE? = ug 
Fado’ Gada da- Caudata -Fuy = u? 
i tworzymy wyrażenie | 
uęźyn?|-uq?vg?—2ugvguzyvy=(ugvn —unvg)"=[E (UV)u(97)u]? 
= [-(uv)it(rs)ka]*—| (uvrs)? 
gdzie rs oznacza Kiwęśź płaszczyzn przechodzących przez na- 
roża h, . Po wykonaniu otrzymamy 
2(FyF,—F2)4, a|- (Fa Gr- l-E Ga —2 Fu Ga) (A, da- lodh) 
-|-(F,G,-|-F;G', 2 APG, da (d d? ledged N (FP vt FP 
£ —2 Fant’ uv) (dą Ma $ +; SA, 3) 
-F 2(G Gi= GA) lą 2 dy |: -(G O, 1 Gy G'u— AGWG uw), ddd 
(didakt) 
-| (Ga Fn F Gy P, — 2 GaP 4 l'a (4434,24 da th) +|- (E 
— G)dydąd!, dh? 


39. 


k (GP, |- GF, —ZGEW) dA ?(d', A dd',) (EE 

— PA, 07,3 = (uvrs)! = 0 
jako równanie krawędzi rs wspólnego czworościanu biegu- 
nowego. 

Utworzywszy w ten sposób kwadraty wszystkich kra - 
wędzi i pomnożywszy przez siebie będziemy mieć kwadrat 
wszystkich krawędzi. Ilości œk, dy .. nie będą zachodzić 
osobno, tylko w funkcyach symetrycznych, które się dadzą 
wyrazić zapomocą niezmienników 4, 0, ©, 0' i 4. 

Jeżeli weźmiemy pod uwagę ściany wspólnego czworo- 
ścianu biegunowego i utworzymy wyrażenie 
px*qy* — py'qx* — 2pxqx Pydy = (Pxqy — Pyqx)? = [21 poja (xy)u]? 
=((dxy) otrzymamy na drugi sposób wyrażony kwadrat 
krawędzi (9. 


j Po wykonaniu będzie 
240103 (fyfy)) -l 40 762 (09/2 -F 020) (fx Ty -|- fy Tx 
— 2fxy Txy) 


-|- AA! 010, (9, cons -|- o 0370, gal (fx Z'y -| fy Lk — 2fxy 7'xy) 

+ a*%4" (©'ę'e* -- 0017) (Py | (fx — 2fxyf xy) 
|- 24%, 02790'(7x7y — Txs): 

F 44'010:0'40'3 (0919's -F 929) (Zx D'y- T3 Px—2 Txy T'xy) -|-. 
e o eree (ĘBxy). 


30. 
Warunek, aby powierzchnie fif były do 
siebie styczne. 


Jeżeli punkt q jest punktem styczności obu powierzchni 
wtenczas płaszczyzny styczne w tym punkcie poprowadzone 
a wyrażone równaniami /gx = 0, fox = 0 muszą być identy- 
czne. Będzie dak Jys = gfyx, lub położywtzy As =— A; 
dbx -+ W/qx = 0 identycznie dla keżdej wartości na v; prócz 
tego ponieważ /y — 0, i Ją =V, będzie także 4/4 -- 4/74 = 0, 
Z powyższych równań odczytujemy: Punkta sprzężone punktu 
q względem powierc: ni / są także sprzężonymi względem po- 
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wierzchni //; zatem punkt ų jest narożem wspólnego czworo: 
ścianu biegunowego, czyli wierzchołkiem stożka wiązki powie- 
rzchni A/x + X/x. Ponieważ punkt g leży na powierzchni 
Afs + Nf/x, więc stożek styczny zamienia się na kwadrat pła- 
szczyzny (n" 7) a wyznacznik i forma przynależna formy 
Afs + Xfx muszą być równe zeru — forma przynależna na- 
wet identycznie. 


Według tego, cośmy w n" 26, powiedzieli, równanie 
AN + OP, + DEL — ©'MA* -- 4h =0 


musi mieć rozwiązanie na 4, A!” podwójne, co jest wtenczas mo- 
żliwe, jeżeli rozróżnik lewej,strony równania równy zeru. Zatem 
jeżeli powierchnie /i /' są do siebie styczne, rozróżnik formy 
AAt + ©4% +-. . . musi być równy zeru. Po obliczeniu roz- 
różnika otrzymamy równanie 


(1644! — 00,* -- 2(840 — 30°) (84/0 — 307) (1644, 
— 00) — 4(0QO — 6405 (00' - 64/0) (1644 — 00) 
— (840 — 303) (86/0 — 367) (900! — 40*) + 4(00 
— 6405) (84/0 — 30°) + 4(06O' — 64'0% (84% 
— 30?) — 0, wyrażające żądany warunek. 


34. 


Warunek, aby krzywe przecięcia się płaszczy- 
zny w z powierzchniami f i f były do siebie 
styczne. 


Wyznacznikiem wiązki krzywych przecięcia się (n" 22) Jest 
ER + GA + GMA + FA. Jeżeli krzywe są do siebie 
styczne, wtenczas wyznacznik zrównany zeru musi mieć dwa 
rozwiązania równe, co jest wtedy spełnione, jeżeli rozróżnik 
powyższego wyznacznika 4(FG, — Ga?) (BFG — Gu) 
— (97,7, — G G,)? = 0. To równanie wyraża powierzchnię 
której płaszczyzny styczne przecinają dane powierzchnie w 
„przekrojach stycznych. 
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32. 

Warunek, aby z danego punktu z poprowa- 
dzone stożki styczne do danych powierzchni 
fa fbyły do siebie styczne: 

Jeżeli z punktu z poprowadzone stożki styczne do powie- 
rzchni f i f są do siebie styczne, wtenczas krzywe przecięcia 
się stożków z dowolną płaszczyzną muszą być również styczne. 
To jest wtenczas spełnione, jeżeli równanie (n" 23) 

Afo” A Tę?! -+ A! Pog'* + ABP = 0 
ma dwa rozwiązania równe, t. j. jeżeli rozróżnik lewej strony 
równania (po opuszczeniu czynnika A? A'?) 
A8 Afa Ta— Dr?) (BA fa Ti — T) — OMAP TiTa) — 0. 

Równanie to wyraża powierzchnie 88° rzędu tego rodzaju 
że z jej punktów dadzą się poprowadzić proste styczne równo- 
cześnie do obu powierzchni. Jestto równanie powierzchni rozwi- 
jalnej wspólnej obu powierzchniom. 


33. 

Miejsce geometryczne punktów, których 
płaszczyzny biegunowe względem powie. 
rzchni / są styczne do powierzchni f. 

Płaszczyzna biegunowa punktu z względem powierzchni f 
ma współrzędne a;a,, a;45, aza, aza,, ponieważ jest styczną do 
powierzchni f’, więc jej współrzędne muszą spełniać równanie 
ue — 0. Po podstawieniu wypadnie aa, bæ, a, b, =0 jako 
równanie żądanego miejsca geometrycznego. Jestto powierzchnia 
drugiego rzędu i według n" 19 wyraża się także zapomoaą ró- 
wnaaia ©'/,— 7, = 0. Podobnież ©/,— T, = 0 jest równaniem 
bięgunów względem powierzehni f płaszczyzn stycznych do 
powierzchni f. 

34. 

Miejsce geometryczne płaszczyzn, których bie- 
guny względem powierzchni f leżą na,powie- 
rzchni f. 

Biegun płaszczyzny v względem powierzchni f ma współ- 
rzędne vaa,, Væ% vaaz, Væ&a„ ponieważ leży na powierzchni f" 

6 
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więc jego współrzędne spełniają równanie ax? — 0. Wskutek tego 
wypada a/aa'Buauf — 0, jako równanie żądanego miejsca geo- 
metrycznego. Po przerobieniu 


a'wa'pucuf—a'e*u'B* — '|,(a'auf = ahua)? 


= a'u? 8 — | Zab) (daj)? > a'a?u$? — 2 '/,(aba'u)? Cn" 19) 


przyjmuje powyższe równanie kształt 07, — AG, = 0. Jak 
widzimy jestto równanie powierzchni drugiego rzędu. Podobnie 
się tłómacąy równanie 0/77, — 4!'07, = 0. 

35. 


Warunek aby prosta przechodziła przez punkt 
przecięcia się obu powierzchni f i f. A 
Punkta przecięcia się prostej ys z obu powierzchniami wy- 
rażają równania (n" 24) 
fy? + fy E [AŻ = 0, 
Pya? 4 ApPy + PA = 0. 
Jeżeli pewien punkt prostej Js» znajduje się na obu powie 
rzchniach, oba równania mają rożwiązania wspólne, co jest wtedy 
możliwem, jeżeli yųgotwnik (Resultante) tych równań 


(ff 3Pyf—Pve") — ( sz] y—Żhzf yz)” = 0, 
czyli Apuy P'a = Pav = 0. To równanie okazuje, że proste 
przechodzące przez punkta przecięcia się obu powierzchni należą 
do zbioru* promieni 480 rzędu, Ten zbiór promieni otrzymamy 
tworząc rozróżnik formy A?puy — AA Wwy Apa 


36. 


Warunek, aby prosta leżała na płaszczyznie 
stycznej do powierzchni fi f. 


Podobnie postępując jak w poprzednim ustępie, znajdziemy . 
dla krawędzi vw żądany warunek wyrażony zapomocą równania 


(EF y—Fry "(PF z 2 w) (R Ey ENE >2byw yw) 2=0, 
czy li AMA Piw Pl yw de" = 0, NOE 


ę 
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37: 
Warunek, aby krawędź płaszczyzn biegunowych 
pnnktu z względem obu powierzchni była styczną 
1) do powierzchni /, 2) do powierchni / i 8) przeci 
nała obie powierzchnie w punktach harmonicznych: 

Płaszczyzny biegunowe punktu z wzgłędem powierzchni 
fi są fa = Ax = 0 i fx = ala = 0,i przecinają się w kra- ` 
wędzi o współrzędnych aza,” (aa')as, aza; (aa72%5.... 

Jeżeli ta: krawędź jest styczną do powierzchni f, muszą jej 
współrzędne Pa równanie pay = 0, t. j. musi być 

/Ja(acda/) (bedb') azbza”,b/, = 0. 

Podobnież Ba V(aa'c'd') (bb/e'd/) a,bza”„b, = 0 
wyraża, że krawędź jest styczną” do powierzchni f’. 

Jeżeli krawędź ma przecinać obie powierzchnie w dwóch 
parach punktów harmoniczaych, muszą jej współrzędne spełniać 
równanie puy = 0, skąd wynika żądany warunek trzeci 

$ (aca'c') (bcb'c/) azb;a/,b/, = 0. 

Stosując równanie identyczne n" 15 i równania identyczne 
(acda') (bcdb') a, = !j,(acda) [(bcdb'a;-|-(abdb')c, —(abcb')d, ] 
= !/,(acda') [(acdb')b, —(abcd)b';], 
(abcd)(acda')b,—"/,(abcd)[(acda')b,—(beda')a,—(abda')c,-|-(abc'a)d.] 
=t (ebed) alz itp 
otrzymujemy powyźsze równanie: wyrażona w kształcie 

1) Ofzftz =f Tam Afe = 0, 
2) Off z—f'z T: —A' f=, 
2) Pff": —fz 1: z—fz yz =0. 


38. 
Warunek, aby prosta łącząca bieguny płaszczy” 
zny v względem obu powierzchni była styczną 
1) do powierzchni f, 2) do powierzchni /” i 3) miała tę własność 
żeby płaszczyzny styczne przez nią do obu powierzchni popro- 
wadzone tworzyły dwie pary płaszczyzn harmonicznych. 


Postępując podobnie jak w poprzednim ustępie, otrzymamy 
rozwiązanie zagadnienia wyrażone równaniami 
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1) "|e(cyda') (8768) vavBva'vf' — 0, 
2) /(xa'y'0') (BB'7'0') vavbva'v8' = 0 
3) (aya'y') (ByB'y) vavBva'vB' = 0, 
które po podobnem przerobioniu przy zastosowaniu równania 
identycznego 
's(eBYR)(aByy) — A?fxy (0 19) 
po opuszczeniu czynników 4°, 47,4 4') przybierają kształt 
1) 0'7,7, —4'FG, —4F? — 0, 
2) OF F'y —4P,G, — 4' FB? — 0. 
3) PRM —4Gy —4'G —0. 


39. 


Równanie powierzchni rozwijalnej utworzone; 
przez proste styczne do krzywej przecięcia się 
powierzchni fif. p 


_ Dla punktu z leżącego na prostej stycznej do krzywej prze- 
cięcia się obu powierzchni a zatem stycznej równocześnie do obu 
powierzchni płaszczyzny biegunowe muszą przechodzić przez 
punkt styczności a krawędź. ich musi spełniać równanie 4QuyP'uv 
— pavo (n" 35). 

Podstawiwszy współrzędne krawędzi (n" 87) w powyżs z” 
„równanie otrzymamy 
4 (Of.f": RB fzT”, TEY Zs) (O'ff'z SAA, Talk — Afè) waz (Sff 
—f:-T; = f TY = 
jako żądane równanie. 


40. 


Równanie powierzchni utworzonej przez prost? 
styczne do obu powierzchni. 


Postępując podobnie, jak w poprzednim- ustępie, otrzy- 
mamy żądane równanie po Sh czynnika 4? 4'2? wyra- 
żone w kształcie 
(OEE — „FG, —4 Pa) OFP — YPG mA AE) 
(0AF — 4 a — 4'Gp)? = 0. ( 
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41. 


Warunek, jaki spełniać musi Prosta, jeżeli 
jej wzajemnie sprzężone względem obu. po- 
wierzchni się przecinają. 


Krawędź «v ma względem powierzchni / prostą sprzężoną 
o współrzędnych */„(abuv) (ab), '/,(abuv) (ab) « . . (nr c0), 
względem powierzchni /, prostą o współrzędnych '/„(a'b'uv) (a'b')s5, 
'/ą(a'b'uv) (a'b'),,, .. . Te proste się przecinają jeżeli 
'/4(aba'b') (abuv) (a'b'uv) = 0, 
t, j. jeżeli krawędź xv należy do zbioru promieni wyrażonego 
powyższem równaniem. 


42. 


Warunek, jaki spełniać musi prosta, jeżeli jej 
wzajemnie sprzężona względem powierzchni / 
jest styczną do powierzchni 72: 


Jeżeli prosta wzajemnie sprzężona do krawędzi uv 
względem powierzchni / ma być styczną do powierzchni /, 
muszą jej współrzędne —*/,(abuv) (ab);,, *, (abuv)(ab),, , . . . 
spełniać równanie '/, (a'b'u'v') = o. Po podstawieniu otrzy- 
mamy żądany warunek wyrażony równaniem 

Tav = '/g(aba'b') (cda'b') (abuv) (cduv) = o. 

Ten sam zbiór promieni otrzymamy, utworzywszy 
zbiór promieni dla powierzchni  aa/bwaxbx = O (n" 33) 
i sarfu =o  (n' 34) 

Podobnie się tłómaczy zbiór promieni 

T'uy = '/g(aba'b') (abc/d') (a'b'uv) (c'd'uv) = o. 


43. 


Na bliższą uwagę zasługują zbiory promieni zachodzące 
w n"*e 29. Zbiory te są w pewnej od siebie zależności, 
o czem już z tego nożna wnioskować, że tak jedne, jak 
drugie służą do wyrażenia tych samych krawędzi wspólnego 
czworościanu biegunowego. Znaczenie ich geometryczne łatwo 
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. 
można odczytać z ich kształtu; prócz tego mają tę wła- 
sność, że się dadzą wyrazić zapomocą zbiorów uv, Quv, 
Ways Żuw Tuw T/w i niezmienników 4, 4 ©, ©' i p. Nie mo- 
gąc z powodu braku miejsca umieścić całego przerobienia, 
podajemy wyniki wyrażone. równaniami 


KG, -|| 5G — zbuwGw = Aba A Opus 

AGr -|- GG, — 2Ffwlw = Bow-|AP'w — Tuv, 

GG — Gw. = Opi h zw. 

GG -|- GG. — 2GuG'w = Op'uv -|- O'Puv -|- Buy = Xuv 
fx Ty -|- 7,7x E — 2fxy zy — O'Puv -|- Xu 

fxT'y dh fyT'x — źfyl'y = Pow JE AP'w — Tuv, 

Tx 7, — Ta = Ou A- A'T, 


Tx Ty 4- Ty T'x—2 Ty Try — A'O pur h- AB'P'wrb Pw —AA Www 


Z tych równań łatwo wyprowadzić inne związki między 
zbiorami promieni n" 29. istniejące. 


VII. 


Współzmienniki mieszane dwóch powierzchni 
drugiego rzędu. 


44, 
Związek zachodzący między płaszczyznami 
biegunowemi tego samego punktu i między 


biegunami tej samej płaszczyzny względem 
obu powierzchni. 

Płaszczyzna « (ma względem powierzchni f" biegun z 
o współrzędnych z, = uw'a,/, zę = uday',... (n" 8.), co 
podstawiając do równania f,x = a; ax= O, otrzymamy 

ag! ug’ Ax = O 

jako równanie płaszczyzny biegunowej punktu s względem 
powierzchni f. | | 

"Równanie to wyraża nietylko związek między płaszczy- 
znami biegunowemi tego samego punktu, ale także między 
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biegunami tej samej płaszczyzny względem obu powierzchni. 
Jezeli bowiem punit v ma względem powierzchni f -płasz- 
czyznę biegunową o współrzędnych ax a,, ax asy Po EALO 
„ biegun tej płaszczyzny względem powierzchni / wyraża 

również równanie í 
ag’ ug! Ax = O. 


Podobnie się tłómaczy równanie aa ua %x = 0. 


45, 


Związek zachodzący między punktami sprzę- 
żonymi do danego punktu względem obu po- 
wierzchni. 


Krawędź przecięcia się płaszczyzn biegunowych punktu © 

względem obu powierzchni ma współrzędne 
axa'x(aa');, axa/x(aa');,,... (n"37), 
a równanie tej krawędzi (aa'uv)axa'x=o okazuje, że punkta 
sprzężone do danego punktu względem obu powierzchni leżą 
na linii prostej — naodwrót, punkta sprzężone do danej pro- 
stej względem obu powierzchni znajdują się na powierzchni 
drugiego rzędu. 
46. 


Związek zachodzący między płaszczyznami 
sprzężonemi do danej płaszczyzny względem 
obu powierzchni. 


Płaszczyzny sprzężone do danej płaszczyzny «w wzglę- 
dem obu powierzchni przechodzą przez prostą łączącą jej 
bieguny. Równanie tej prostej (aa'xy)uaua' =—'O okazuje 
nadto, że płaszczyzny sprzężone do wiązki płaszczyzn prze- 
chodzących przez prostą xy są styczne do powierzchni dru- 
giego rzędu. 

Formy aa/ux'ax, (aa'uv)axa'x, (aa xy)jucua' są współzmien- 
nikami mieszanymi, gdyż zawierają zmienne v i w. 


Tarnopol dnia 20. czerwca 1895. 
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